Implementacion y disefio de mecanismos

Una de nifios cuarteados

En el capitulo 3 del Libro de los Reyes del Antiguo Testamento se relata el conocido como
“Juicio del Rey Salomoén”. Dos prostitutas, p y g, se presentan ante el rey. Explica p que ambas
comparten una casa, en comparia de nadie mads, y que ambas han dado recientemente a luz.

Contintia explicando p que el hijo de g ha fallecido y que, mientras dormia, g le ha arrebatado a
su hijo. Por ello se presenta ante el rey para pedirle la devolucion de su hijo. Niega g los cargos,
y asegura que el bebé fallecido es de la acusadora p. Entonces el rey ordena que el bebé sea
partido por la mitad con una espada y cada parte entregada a una madre. En ese momento, la
madre del nifio implora al rey que, antes que muerto, prefiere ver a su bebé en manos de la otra
madre. Esta, por el contrario, acepta la particion del bebé. La decision final del rey es entregar el
bebé a la madre que aceptd ceder el nifio, aparentemente basandose en la presuncion de que la
auténtica madre preferiria que su hijo viviera aunque fuera con otra madre.

http://www.newadvent.org/bible/1ki003.htm http://en.wikipedia.org/wiki/King Solomon

Esta historia permite ilustrar en qué consiste el disefio de mecanismos: en construir un juego la
soluciéon del cual conduzca a un resultado previamente seleccionado y pretendido. Este
resultado seleccionado es el resultado a implementar (obtener) mediante el juego. En el juicio, el
resultado que pretende obtener el rey es entregar el bebé a la auténtica madre. El problema es

que el rey no dispone de la informacion suficiente para tomar esta decision: es informacion
privada quién es la madre auténtica.

Un mecanismo (también llamado “forma de juego” o game form) consiste en la especificacion de
estrategias para cada jugador (los mensajes mediante los que éstos pueden transmitir su

informacion privada) junto con una regla que determine qué resultados produce cada posible
combinacion de estrategias de los jugadores. Un mecanismo no es un juego. Pero los jugadores
se suponen dotados de preferencias sobre los resultados, de forma que cuando se combina el
mecanismo con esas preferencias lo que se obtiene si es un juego.

El siguiente paso consiste en escoger qué concepto de solucion de un juego se adopta. Tres de
los conceptos de referencia son el equilibrio en estrategias dominantes (equilibrio dominante), el
equilibrio de Nash y el equilibrio bayesiano. Escogido un concepto de solucion, ya puede
definirse en qué consiste la implementacion del resultado deseado mediante el concepto de

solucion escogido: el resultado deseado se dice que es implementable mediante el mecanismo
disenado en términos del concepto de solucién que se haya adoptado si ese resultado es el
unico que produce el concepto de soluciéon en el juego obtenido cuando se combina el
mecanismo propuesto con las preferencias que tengan los jugadores sobre los resultados.

El disefio de mecanismos va en direccién opuesta al andlisis de un juego. Cuando se analiza un

juego, se parte de las estrategias de que disponen los jugadores y se trata de investigar qué tipo
de resultados pueden razonable o justificadamente obtenerse en el juego. Cuando se disefia un
mecanismo ocurre lo contrario: se parte de un resultado y se trata de estructurar un mecanismo

asignando estrategias a los jugadores para que sus decisiones produzcan el resultado deseado

cuando se juega de acuerdo con un cierto tipo de solucién.
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Un mecanismo para el juicio del Rey Salomdn

El juicio descrito anteriormente pretende, aparentemente, evidenciar la sabiduria del rey. Sin
embargo, el rey consiguid implementar el resultado deseado por fortuna, no por un disefio
adecuado del mecanismo: el rey fue, mas que sabio, afortunado. La razon es que la madre falsa
no jugd una mejor respuesta a la estrategia seguida por la madre auténtica. ;Qué habria hecho
el rey si la madre falsa hubiese replicado la estrategia que, a primera vista, escogeria una madre
auténtica? Esto es, ;qué habria decidido el rey si la madre falsa también hubiese implorado que,
antes que arrebatarle la vida, el nifio fuese entregado a la otra madre?

La Fig. 1, construida a partir de Binmore (2008), muestra un juego que si habria permitido
implementar el resultado deseado (que el bebé fuese entregado a su madre) empleando como
concepto de solucion el equilibrio perfecto en subjuegos. El mecanismo en el que se basa el
juego es el siguiente. La naturaleza (jugador 0) determina quién es la madre demandante: con
probabilidad 0 < p <1, la madre demandante es la madre falsa (jugador 1) y, por tanto, el bebé
estd inicialmente en manos de la madre verdadera; y con probabilidad 1 — p, la madre
demandante es la madre verdadera (jugador 2) y, por tanto, el bebé estd inicialmente en manos
de la madre falsa. Una vez que la naturaleza establece quién es la madre demandante, ésta
decide si manifestar que ella no es la madre (acciéon n) o afirmar que si lo es (accion s). Si la
declaracion de la madre demandante es “no soy la madre”, el juego acaba. Si la declaracién es
“soy la madre” entonces la otra madre decide si sostener que es la madre o no.

Los resultados del mecanismo son los siguientes.
Si el bebé esta inicialmente en manos de la madre
verdadera (lo que hace que la demandante sea la
madre falsa y nos encontremos en la parte alta de
la Fig. 1) entonces el bebé queda en manos de la
madre verdadera a menos que ésta diga que el
bebé no es suyo y la madre demandante diga que
si lo es. Ademas, si ambas declaran ser las madres,
cada una pagard una multa. Si el bebé estd
inicialmente en manos de la madre falsa (lo que
hace que la demandante sea la madre verdadera)
entonces el bebé seguird en manos de la madre falsa a menos que ésta diga que el bebé no es
suyo y la madre demandante diga que si lo es. Si ambas declaran ser las madres, cada una
pagard una multa. Cuando se anadan pagos al mecanismo se obtendra un juego.

En la Fig. 1, los pagos se han establecido suponiendo que el valor de tener el bebé para la madre
verdadera (jugador 2) es 3 y que el valor de tenerlo para la madre falsa (jugador 1) es 1. El
importe de la multa (que se impone si las dos declaran ser la madres) es de 2 para ambas. Por
ultimo, no recibir el bebé ni asumir la multa implica un pago de 0.

Resolviendo el juego por induccion hacia atras, tomemos el nudo de decision x. La mejor
respuesta en este nudo para el jugador 2 (la madre verdadera) es s. Dada la eleccion de s en x, la
mejor respuesta del jugador 1 en el nudo que precede inmediatamente a x es n. Pasando al nudo
de decisién y, la mejor respuesta en este nudo para el jugador 1 (la madre falsa) es n. Dada la
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eleccion de 7 en y, la mejor respuesta del jugador 2 en el nudo justo antes de y es s. Por tanto,
decida lo que decida la naturaleza, el resultado siempre es el mismo: la madre falsa niega ser la
madre y la madre auténtica afirma serlo. Mediante el equilibrio perfecto en subjuegos, el

mecanismo que da lugar al juego de la Fig. 1 ha permitido implementar el resultado deseado:
que el bebé siempre vaya a parar a manos de la madre verdadera (vector de pagos (0, 3)).

Una de profesores examinados

Como segundo ejemplo del problema de la implementacion y del disefio de mecanismos,
consideremos la siguiente historia, basada en un ejemplo que Eric Maskin presenta en
http://nobelprize.org/nobel prizes/economics/laureates/2007/maskin-slides.pdf (discurso de
aceptacion del Premio Nobel de Economia de 2007). Un profesor puede ser de 4 tipos: x =
exigente, y = despreocupado, z = bromista y v = motivador. Los estudiantes del curso que
imparte el profesor tienen preferencias sobre el tipo de profesor y, sobre la base de estas

preferencias, evaltian al profesor en una encuesta docente. Para simplificar, supongamos que
solo hay dos estudiantes: él y ella (también podria asumirse que, para algun k > 1, hay 2k
estudiantes que las preferencias de él y 2k estudiantes con las preferencias de ella).

Tanto él como ella pueden ser de dos tipos: del tipo interesado ¢#; por la asignatura o del tipo no
interesado f,. De las cuatro combinaciones posibles de estos dos tipos, supongamos que so6lo dos
son posibles (o tienen probabilidad positiva): w = (t;, ti)) y w' = (tn, tn). Podemos identificar cada
combinacion posible de tipos con un estado del mundo: en el estado w, ambos estudiantes estan
interesados en la asignatura; en el estado w', ninguno estd interesado. Las preferencias de los
estudiantes en cada estado son las siguientes.

Estadow  Orden de preferenciadeél: x >y > z > v Deella: v >y > z > x
Estadow'  Orden de preferenciadeél: v > x > z > vy Deella: y > x >z > v

En la encuesta docente, los estudiantes han de puntuar al profesor, de 1 a 4, sabiendo el tipo del
profesor. Cada estudiante da 4 puntos al profesor si su tipo es el mas preferido; 3 si su tipo es el
segundo mas preferido; 2 si es el tercero; y 1 si es el menos preferido (por tanto, si el tipo del
profesor ocupa la posicion k en el orden de preferencias del estudiante, éste le da 5 — k puntos).

La puntuacion del profesor en cada estado es la suma de los puntos que recibe de él y de ella en
ese estado. El objetivo (el resultado deseado) del profesor es escoger el tipo que, en cada estado,
le dé la puntuacion mas alta posible. El profesor sabe cudles son las preferencias de él y de ella
en cada estado, pero ignora en qué estado esta (el tipo de estudiante es informacién privada).

Dado que el profesor sabe qué preferencias tendrian los estudiantes en cada estado, sabe que en
el estado w el tipo de profesor que recibe maxima puntuacién es y. En w, el tipo y obtendria 6
puntos; x i v obtendrian 5 cada uno; y z obtendria 4. En w’, el tipo mejor puntuado seria x.

Por tanto, el profesor desea ser de tipo y (despreocupado) cuando el estado del mundo es w (la
asignatura interesa a los estudiantes) y ser de tipo x (exigente) cuando el estado del mundo es w'
(la asignatura no interesa a los estudiantes). Su deseo es, pues, implementar y en w i x en w'. El

problema del profesor consiste en disefiar un mecanismo mediante el cual las decisiones de los
estudiantes generen el resultado pretendido por el profesor: obtener méxima puntuacion.
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Un mecanismo se llama directo cuando, en el juego que induce el mecanismo, las estrategias de
cada jugador consisten en revelar su tipo. En un mecanismo directo, el profesor preguntaria a
un estudiante si le interesa la asignatura o no. Si la revelacion del estudiante escogido es sincera,
cuando el estado del mundo es w, el profesor lo sabrd y escogera ser del tipo y; y cuando el
estado es w', el profesor también lo sabrd y escogera ser del tipo x. Y problema resuelto.

Por desgracia para el profesor, este mecanismo no incentiva a decir la verdad (técnicamente, no
es compatible con los incentivos) cuando los estudiantes saben cudl es el proposito del profesor
(ser y en w y ser x en w'). Para comprobar que ambos estudiantes tendrian incentivo a mentir,
supongamos que el profesor decide preguntarle a él.

Si el estado es w, €l sabe que afirmando “Me interesa la asignatura” el profesor asumira que el
estado es w y sabe que el profesor escogera ser y. En cambio, él sabe que diciendo “No me
interesa la asignatura”, el profesor, asumiendo que el estado es w', escogera ser x. Dado que, en
el estado w, él prefiere que el profesor sea del tipo x a que sea del tipo y, él tiene incentivo a
mentir en el estado w diciendo que estan en el w'".

Si el estado es w', por el mismo razonamiento que en el caso anterior, él sabe que revelando la
verdad (diciendo “No me interesa”), el profesor sera del tipo x y que mintiendo (diciendo “Me
interesa”), el profesor sera del tipo y. Puesto que, en el estado w', él prefiere que el profesor sea
del tipo x a que sea del tipo y, él no tiene, en el estado w', incentivo a mentir. Por tanto, en w'
dird que estan en w'.

Pero entonces el profesor se enfrenta con una dificultad: sea cual sea el estado del mundo, a él le
conviene siempre decir que el estado del mundo es w'. Conclusion: lo que diga €l no es fiable.
En ese caso, el profesor puede dirigirse a ella y preguntarle qué le parece la asignatura.

En vista de lo anterior, la opinion que exprese ella tampoco es fiable para el profesor. La
conclusién final es que el mecanismo directo consistente en preguntar a los estudiantes no
permite implementar (cuando los estudiantes escogen mejores respuestas) el resultado deseado
por el profesor. La Fig. 2 muestra un mecanismo que si que lo conseguiria cuando el concepto
de solucion escogido es el de equilibrio de Nash.

Fig. 2 ella En este mecanismo, el profesor le dice a él que escoja entre a
c J o b i, aella, que escoja entre cid. Lo que representen 4, b, c i

d es irrelevante: a y ¢ pueden consistir en levantar la mano

4 y - derecha y b y d en levantar la izquierda; o en escribir las

5 letras a, b, c y d en un papel... lo que sea. Por tanto, {a, b} es
el conjunto de mensajes de él y {c, d} el conjunto de
mensajes de ella.

Aparte de indicar el conjunto de mensajes (o estrategias) de cada jugador, el mecanismo debe
establecer qué resultado produce cada combinacién de mensajes. El conjunto de combinaciones
de mensajes viene dado por el producto cartesiano {a, b} x {c, d}. Los elementos de este conjunto
son (4, c), (a, d), (b, c) y (b, d). Cada uno de estos elementos puede asociarse con una casilla de la
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matriz de la Fig. 2. La funcion de resultados r completa la descripcién del mecanismo asociando
un resultado con cada elemento de {g, b} x {c, d}. En este ejemplo, el conjunto de resultados es el
conjunto {x, y, z, v} de tipos del profesor. El mecanismo de la Fig. 2 es tal que r(a, ¢) =y, r(a, d) =
z, r(b, ¢) =vir(b, d) = x. Por ejemplo, r(a, c) = y significa que si él escoge a y ella escoge c entonces
el profesor decide ser del tipo y.

El mecanismo de la Fig. 2 puede interpretarse del modo siguiente. Por un lado, el profesor le da
a él el poder de determinar si el profesor escoge ser un tipo del conjunto {y, z} o si escoge ser un
tipo del conjunto {v, x}: escogiendo 4, €l fuerza al profesor a ser y o z; escogiendo b, él hace que
el profesor se limite a ser v o x. Por otro lado, el profesor le da a ella el el poder de determinar si
el profesor escoge ser un tipo del conjunto {y, v} (lo que ella consigue seleccionando c) o si
escoge ser un tipo del conjunto {z, x} (lo que ella consigue seleccionando d).

El mecanismo de la Fig. 2 se transforma en un juego cuando anadimos las preferencias que
tienen los estudiantes sobre los resultados. Para visualizar con mas claridad el juego resultante,
tomemos las siguientes representaciones numeéricas de las preferencias de los estudiantes: la
utilidad del resultado mas preferido es 3, la del segundo mas preferido 2, la del tercero 1 y la
del menos preferido, 0 (la funcion de utilidad seria u(a) = 4 — k si el resultado o ocupa la
posicién k en el orden de preferencia representado). Por ejemplo, la funcio de utilidad de él en
el estado w seria u(x) =3, u(y) =2, u(z) =1y u(v) =0.

La Fig. 3 muestra el juego que juegan los estudiantes en cada estado, en donde el primer

numero en los vectores de pagos representa la utilidad (o pago) de €l y el segundo representa el
de ella.

ella ella
c d c d
a 2 2 1 1 a 0 3 1 1
él él
b 0 3 3 0 b 3 0 2 2
estado w Fig. 3 estado w’

El juego de la Fig. 3 es un juego bayesiano trivial porque cada estudiante sabe cudl es el tipo del
otro estudiante. Ello permite resolver todo el juego resolviendo cada matriz por separado. Si el
estado es w, ambos estudiantes lo saben y saben que el mecanismo del profesor induce el juego
de la matriz izquierda en la Fig. 3. El tnico equilibrio de Nash de este juego (con estrategias
pura o mixtas) és [4, c], puesto que c es una estrategia fuertemente dominante para ella y, dada
¢, la mejor respuesta de él es a.

Si el estado es w', ambos estudiantes lo saben y saben que el mecanismo del profesor induce el
juego de la matriz derecha en la Fig. 3. El tinico equilibrio de Nash de este juego (con estrategias
pura o mixtas) €s [b, d], puesto que b es una estrategia fuertemente dominante para él y, dada b,
la mejor respuesta de ella es d.
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Como consecuencia, si el estado es w, los estudiantes juegan [a, c], que produce el resultado y
deseado por el profesor cuando el estado es w. Y si el estado es w', los estudiantes juegan [b, d],
que produce el resultado x deseado por el profesor cuando el estado es w'. Conclusion: el
mecanismo _de la Fig. 2 permite implementar (mediante equilibrios de Nash) el resultado
deseado por el profesor: ser y en wy ser x en w'.

Funciones de eleccion social

Sea N ={1, ..., n} un conjunto de n individuos, sea A un conjunto de alternativas (o resultados)
y, para cada individuo i € N, sea L; el conjunto de preferencias que se asume que i puede tener
sobre los elementos del conjunto A. Las preferencias se asume que son ordenaciones lineales:
todos los elementos de A pueden listarse en un ranking en el que ninguna alternativa es
indiferente a otra. Sea L = L; x L, x ... x L, el conjunto de perfiles de preferencias, esto es, el
conjunto de todas las maneras de asignar una preferencia a cada individuo.

Una funcién de eleccién social (FES) es una funcién f: L — A que asigna, a cada perfil de
preferencias, una alternativa. Una FES representa un método de toma de decisiones colectivas:
si los individuos tienen las preferencias del perfil (P;, P, ..., Py) entonces f(Py, P, ..., Pn) € A es
la alternativa escogida.

La regla de Borda (propuesta por Jean-Charles de Borda en el ultimo cuarto del siglo XVIII)
permite construir una FES. Con A teniendo m elementos, la puntuacion de la alternativaa € A
en la preferencia P; se define como m si a ocupa la primera posicion en el ranking Pj, m — 1 si
ocupa la segunda posicion, m — 2 si ocupa la tercera... y 1 si ocupa la tltima posicion. Por tanto,
la puntuacion de a en Pj es m + 1 menos la posicion que a ocupa en P;. La puntuacion de a en el
perfil de preferencias (P, ..., Pn) es la suma de la puntuacion que a recibe en cada preferencia.
Sea (ai, ..., am) una ordenacion lineal arbitraria de los m miembros del conjunto A de
alternativas. La regla f que asigna a cada perfil de preferencias la alternativa con maxima
puntuacion que aparece antes en el orden (a, ..., an) es una FES. Con N={1, 2, 3,4}y A={a, b, c}
sea el siguiente perfil de preferencias (en donde se tiene, por ejemplo, a Py b P; c: 1 prefierea a b
ibac).
P, P, P; Py

3 puntos —— a b c c
2 puntos —> b c b b
1 punto —> c a a a

La puntuacion deaes3+1+1+1=6;ladebes2+3+2+2=9;yladeces1+2+3+3=9.
Tomando el ranking (g, ¢, b), la regla f seria tal que f(Pi, P», P3, Ps) =c.

El problema de la implementacion

El problema de implementar una funcion de eleccion social consiste en disefiar un mecanismo
cuyos resultados, para cada perfil de preferencias, coincidan con el resultado escogido por la
FES para ese perfil de preferencias. La interpretacion es que la FES representa una toma de
decisiones centralizada: todos los individuos revelan su informacion privada (sus preferencias
sobre A) ante un coordinador y el coordinador aplica la FES para escoger un elemento de A. Sin
embargo, la actuacion del coordinador s6lo puede llevarse a cabo mediante la colaboracion de
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los individuos, ya que el coordinador ignora las preferencias de los individuos. Implementar la
FES consiste en dar a los individuos la capacidad de informar al coordinador de manera que la

informacién que los individuos revelan permita al coordinador tomar la decisién que resultaria
de aplicar la FES en el caso en que se conocieran las preferencias de los individuos.

Mecanismo

Un mecanismo (o forma de juego) consiste en cuatro elementos. Primero, un conjunto N de
individuos. Segundo, un conjunto A de alternativas (o resultados). Tercero, para cada individuo
i € N, un conjunto M; de estrategias (o mensajes). Y cuarto, con M = M; x M, x ... x M,, una
funcién de resultados r : M — A que especifica cudl es el resultado asociado con cada
combinacion de mensajes que escogen los individuos. Para abreviar, un mecanismo se identifica
en ocasiones con el par (M, r), entendiendo que el conjunto N de individuos estd implicito en la
descripcion de M y que el conjunto A de alternativas esta implicito en la descripcion de r.

Juego asociado con un mecanismo

Supongamos que los individuos del mecanismo tienen preferencias sobre el conjunto de
resultados A del mecanismo y que, para cada individuo i, uj es una funcion (de utilidad) sobre A
que representa numéricamente sus preferencias: para todo a y b en A, ui(a) > ui(b) si, y solo si, i
prefiere a a b. En ese caso, el mecanismo induce un juego simultdneo en el que: (i) el conjunto de
jugadores es el mismo que el conjunto N de individuos del mecanismo; (ii) el conjunto de
estrategias de cada jugador es su conjunto de mensajes en el mecanismo; y (iii) para cada
jugador i, el pago uj(r(m)) asociado con un combinacion m € M = M; x M, x ... x M, de mensajes
es la utilidad que la funcién de utilidad u; atribuye a la alternativa r(m), que es el resultado que
se obtiene, segin el mecanismo, cuando cada jugador j € N escoge el mensaje m;.

Solucion de equilibrio de un juego simultaneo

Un perfil (o vector) de estrategias de un juego simultdneo es una asignacion de una estrategia a
cada jugador. Si M; es el conjunto de estrategias del jugador i en el juego y hay n jugadores, el
conjunto de perfiles de estrategias es el producto cartesiano M = M; x M, x ... x M, Una
solucion de equilibrio de un juego simultdneo es un conjunto de perfiles de estrategias del juego
que: (i) constituyen un equilibrio de Nash; y (ii) posiblemente satisfacen alguna otra condicion.

Por ejemplo, los equilibrios dominantes de Nash son aquellos equilibrios de Nash formados por
estrategias débilmente dominantes (y, por tanto, son equilibrios en los que ninguna estrategia es
débilmente dominada).

Implementacion de una funcion de eleccion social

Sea (N, M, A, r) un mecanismoy P = (P), ..., Py) € L un perfil de preferencias sobre A. Sea E(P)
el conjunto de equilibrios de Nash seleccionados por la solucion de equilibrio E en el juego
asociado con el mecanismo (N, M, A, r) y el perfil de preferencias P.

Sea f: L - A una FES. El mecanismo (N, M, A, r) implementa la funcion de eleccién social f
mediante la solucion de equilibrio E si, para todo perfil de preferencias P € Ly para todo m €
E«(P), r(m) = f(P). Cuando existe un mecanismo (N, M, A, r) que implementa f mediante E se dice
que f es implementable mediante la solucion E [y el mecanismo (N, M, A, r)].
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LiyxLyx...xLy A

Fig. 4 a\ /

MIXM2X...XMn

La Fig. 4 describe en qué consiste la implementacion. El punto de partida es la parte superior: la
FES f que escoge una alternativa del conjunto A tomando como input las preferencias de los
individuos. Implementar la FES f consiste en construir el camino inferior: asignar un conjunto
de mensajes My, M,, ... , My a cada individuo y definir una funcion de resultados r (esto es,
construir un mecanismo) de manera que, para cada perfil de preferencias P = (P, P, ... , Pn),
embutir cada perfil de mensajes m € M; x M, x ... x M, seleccionado por la soluciéon de
equilibrio E, (en el juego asociado con el mecanismo y el perfil de preferencias P) en la funcion
de resultados produce la misma elecciéon r(m) que la eleccion f(P) que genera la funciéon de
eleccion social f cuando las preferencias son P. Por tanto, para todo perfil de preferencias P € L;
x Ly x ... x Ly, A(P) = r[Ex(P)]: 1a via inferior (la via descentralizada) replica el resultado de la via
superior (la via centralizada).

Por ejemplo, en el juicio de Salomon, se puede definir 2 como la alternativa “el bebé se entrega a
la madre 1”7, b como la alternativa “el bebé se entrega a la madre 2” y ¢ como la alternativa “el
bebé no se entrega a ninguna madre” (al menos, entero). El conjunto de individuos seria {1, 2},
formado por las dos madres. El rey se enfrentaria a la situacion con los dos perfiles de
preferencia P = (P, P») y Q = (Q1, Q) tales que

P, P, Qi Q2
a b a b
b c

a b c

en donde se interpreta que el perfil P se corresponde con el caso en que la madre 1 es la
verdadera y el perfil Q con el caso en que la madre 2 es la verdadera. El rey pretendia
implementar una regla de eleccién social f tal que f(P) =ay f(Q) =b.

Implementacion honesta

Un mecanismo es directo si el conjunto M = M; x ... x M, de perfiles de mensajes coincide con el
conjunto L = L; x ... x L, de perfiles de preferencias. En un mecanismo directo, los mensajes de
los jugadores consisten en indicar una preferencia (no necesariamente la preferencia auténtica).

Sea f: L - A una FES. El mecanismo directo (N, L, A, r) implementa honestamente la funcion de
eleccion social f mediante la solucién de equilibrio E si, para todo perfil de preferencias P € L:
(H1) P € E(P); y (H2) r(P) = f(P). Cuando existe un mecanismo directo (N, L, A, r) que
implementa honestamente f mediante E se dice que f es honestamente implementable mediante
la solucién E [y el mecanismo directo (N, L, A, 7)].
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La condicién (H1) afirma que revelar la preferencia auténtica por parte de cada jugador es un
equilibrio (del tipo requerido) del juego asociado con el mecanismo. La condicion (H2) establece
que, cuando todos los jugadores revelan sus preferencias auténticas, el resultado del mecanismo
coincide con la eleccién que hace la FES con aquellas preferencias.

La implementacion honesta es mas débil que la implementacién, ya que la honesta requiere el
uso de mecanismos directos y permite equilibrios (en el juego asociado con el mecanismo) en
los que no se es honesto sobre las preferencias y que generan un resultado distinto al de la FES.

El principio de revelacion (para equilibrios de Nash dominantes, Gibbard (1973))
Si una funcion de eleccion social f es implementable mediante equilibrios dominantes entonces f es
honestamente implementable mediante equilibrios dominantes.

Demostracion. Sea f una FES implementable mediante equilibrios dominantes. Esto quiere decir
que existe algin mecanismo (N, M, A, r) tal que, para todo perfil de prefencias P € Ly para todo
jugadori e N=1{1, 2, ..., n}, existe un mensaje m;*(P) € M, tal que:

(1) m;i*(P) es una estrategia (débilmente) dominante para i en el juego asociado con (N, M,
Ar)yPy
(i)  f(P)=r(m*P), m*(P), ..., my*(P)).

Puesto que mi*(P) es débilmente dominante, no depende de las preferencias de los demas
jugadores. Por ello, podemos escribir m;*(P;) en lugar de m;*(P).

Definamos el mecanismo directo (N, L, A, h) tal que, para todo P € L, h(P) = r(m*(P)), en donde
m*(P) = (m*(P1), mx*(P2), ..., mn*(Pn)) es el perfil de estrategias débilmente dominantes que se ha
escogido para el juego asociado con (N, M, A, )y P.

El mecanismo directo (L, 1) meramente internaliza las decisiones que los jugadores hacen en el
mecanismo original (M, r). En este mecanismo, un jugador i con preferencia P; escoge el mensaje
mi*(P;) y luego la funcién de resultados r determina el resultado r(m*(P), ... , my*(Pn)), que es
justamente el resultado f(Py, ..., Pn) escogido por la FES cuando las preferencias son (P, ..., Py).
En el nuevo mecanismo directo, cuando el jugador elige la preferencia Pi como mensaje (en
principio, Pj no tiene por qué ser la preferencia auténtica de i), el mecanismo mismo escoge la
estrategia m;*(P;) y determina el resultado r(m*(Pi), ... , my*(Pn)). Por tanto, el mecanismo
directo es como un agente que replica la decision que cada jugador tomaria en el mecanismo
original. La tinica diferencia entre ambos mecanismos es que se ha movido la linea que marca lo
que queda dentro o fuera del mecanismo, pero todo el proceso es el mismo y, por tanto, genera
el mismo resultado. La demostracion consiste, precisamente, en verificar este extremo.

La prueba del principio de revelacion se reduce a verificar que el mecanismo directo (L, h)
implementa honestamente la FES mediante equilibrios dominantes. Supongamos que no es asi.
El objetivo es llegar a una contradiccion: si la negacion de una proposicion conduce a una
contradiccidn, la proposicion es verdadera. Si (L, h) no implementa f honestamente mediante
equilibrios dominantes falla (H1) o falla (H2) (o fallan ambas condiciones).
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Supongamos que (H1) no se cumple. Entonces existeni € N, P € Ly Q; € L; tal que transmitir el
mensaje Q; es mejor para i que transmitir P; cuando las preferencias auténticas de todos los
jugadores vienen dadas por P. Esto implica que el resultado h(Qj, P si i revela la preferencia
falsa Qj y los demads revelan sus preferencias auténticas es preferido por i al resultado h(P;, P-j)
que se obtiene cuando todos son honestos. Formalmente, 1(Q;, P-j) P; h(P;, P-).

Por definicion de h, h(Qj, P-) P; h(P;, P) equivale a r(m*(Q;), m-i*(P-)) Pi r(m*(Pi), m-i*(P)). Lo
anterior dice lo siguiente: si i prefiere declarar la preferencia falsa Q; a la preferencia verdadera
Pj en el mecanismo directo entonces i también preferird declarar, en el mecanismo original, el
mensaje m;*(Q;) correspondiente a Q; al mensaje m;*(P;) correspondiente a P;. Pero entonces,
contrariamente a lo que se habia asumido, el mensaje m;*(P;) no es una estrategia dominante
cuando la preferencia auténtica es P;. De esta contradiccion se deduce que, para todo perfil de
preferencias P y todo jugador i, revelar P; en el mecanismo directo cuando P es el perfil de
preferencias auténticas es una estrategia dominante para i. Con ello se verifica el cumplimiento
de la condicion (H1) de implementacion honesta: declarar las preferencias auténticas constituye
un equilibrio dominante.

La prueba concluye verificando el cumplimiento de (H2): para todo P € L, h(P) = f(P). Esta parte
es mas facil. Por definicion, h(P) = r(m*(P1), ... , my*(Pn)). Por la hipétesis que (M, r) implementa
f, se tiene que r(m*(P1), ..., my*(Pn)) = f(P). Y ya esta: h(P) = f(P).»

Lo que significa el principio de revelacion

La implementacion mediante equilibrios dominantes es, a priori, la opcion mas atractiva y
satisfactoria. La razén es que, en el juego inducido por el mecanismo implementador, cada
jugador tiene algin mensaje (débilmente) dominante, de modo que es razonable esperar que
cada jugador lo escoja. El atractivo de ese concepto de equilibrio es que el problema estratégico
de los jugadores se puede considerar, de hecho, un problema de decision individual: al jugador
i no le importa qué eligen los demas jugadores si él dispone de alguna estrategia que siempre le
da el maximo pago hagan lo que hagan los demds. Este hecho hace mas robusto el
funcionamiento del mecanismo.

El principio de revelacion facilita la determinacion de qué tipo de FES es implementable o no: si
una FES no es honestamente implementable en equilibrios dominantes entonces no es
implementable en equilibrios dominantes. Por tanto, no es preciso recurrir a la infinita variedad

de mecanismos imaginables que se podrian considerar para averiguar si una FES es
implementable: basta con restringir la atencion a mecanismos directos (lo cual no hace
necesariamente mas sencillo al mecanismo). Asi que si todos los mecanismos directos fallan

para implementar honestamente una FES no hace falta romperse el craneo imaginando otros
mecanismos para ver si funcionan: no lo haran.

Sin embargo, per se, el principio de revelacion no hace equivalentes la implementacion (en
equilibrios dominantes) y la implementacion honesta (en equilibrios dominantes). Con todo,
para el caso que se estd considerando en el que las preferencias son estrictas y la regla de
eleccion social es una funcién (selecciona sdlo un resultado) y no una correspondencia, ambos
tipos de implementacion son equivalentes.
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Equivalencia de la implementacion y la implementacion honesta
Una funcion de eleccion social es implementable mediante equilibrios dominantes si, y solo si, es
implementable honestamente mediante equilibrios dominantes.

En resumen, para determinar si una FES es implementable mediante equilibrios dominantes
basta con considerar mecanismos directos y verificar que la revelacion honesta es dominante.
¢Y qué FES son implementables? El Teorema de Gibbard-Satterthwaite (uno de los teoremas
fundamentales en teoria econdmica) establece que, en esencia, sdlo las FES dictatoriales lo son.

Funcion de eleccion social dictatorial
Una funcion de eleccion social f: L — A es dictatorial si existe un individuo i € N tal que, para
todo perfil de preferencias P € L, f(P) es el resultado mas preferido por i en la preferencia P;.

Una FES dictatorial es consistente con la interpretacion de que un individuo (siempre el mismo)
determina el resultado: la FES siempre escoge la alternativa mas preferida por ese individuo
(denominado “dictador”).

Funcion de eleccion social Paretoeficiente
Una funcion de eleccion social f : L — A es Paretoeficiente si, para todo perfil de preferencias P
€ L y todo par de alternativasa € Ay b € A\{a}, si se tiene que, para todo i € N, a P; b entonces

AP) #D.

Una FES es Paretoeficiente si no escoge una alternativa b que todos los individuos consideran
menos preferida que otra alternativa a. De hecho, si todos prefieren a a b y se escogiera b, todos
mejorarian pasando a escoger a en lugar de b.

Funcion de eleccion social no manipulable
Una funcion de eleccion social f: L — A es no manipulable (strategy-proof) si no existen perfil de
preferencias P, individuo i y preferencia Q; del individuo tal que A(Q;, P-) P; f(P;, P-).

La no manipulabilidad de una FES expresa la siguiente idea. Supongamos que las preferencias
auténticas de los individuos vienen dadas por el perfil de preferencias P. Entonces, para que
una FES f sea no manipulable, no puede existir ningtin individuo i y ninguna preferencia falsa
Qi tal que la alternativa f(Q;, P-) que la FES selecciona cuando i miente es preferida por i (segun
su auténtica preferencia Pj) a la alternativa f(P;, P-i) que la FES escoge cuando i revela la verdad.
La no manipulabilidad significa que ningtin individuo tiene nunca incentivo a mentir. Por
tanto, la no manipulabilidad hace que la revelacién honesta sea una estrategia dominante. De
hecho, que una FES sea no manipulable es equivalente a que sea implementable honestamente
mediante equilibrios dominantes (basta con considerar el mecanismo directo (N, A, L, f) en el
que la funcién de resultados es la propia FES).

Teorema de Gibbard-Satterthwaite (TGS)
Sea f: L — A una FES en donde A tiene al menos tres elementos y en donde L contiene todos los perfiles
de preferencias posibles. Entonces f es Paretoeficiente y no manipulable si, y sélo si, f es dictatorial.
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El TGS nos dice que no hay mucho que sea implementable mediante equilibrios dominantes
cuando se exige Paretoeficiencia, que todas las preferencias sean posibles y tener al menos tres
alternativas entre las que elegir: solo las reglas de eleccion dictatoriales lo son.

El Teorema de Gibbard-Satterthwaite para el caso de 2 individuos y 3 alternativas

Este es el caso mas sencillo de validez del TGS. Tlustremos la prueba con el siguiente ejemplo.
Un profesor da a los estudiantes de su curso la posibilidad de escoger el sistema de evaluacion
de entre un conjunto de tres alternativas, a, b y c. Los estudiantes se organizan escogiendo un
representante (R1) entre los repetidores del curso y escogiendo otro representante (R2) entre los
no repetidores, de modo que el sistema propuesto al profesor dependa de las preferencias de
estos dos representantes. Sea affy la manera de expresar la preferencia del individuo i tal que o
Pi B Pi v (o es la alternativa mas preferida, f la segunda mas preferida y y la menos).
Supongamos que cada representante puede adoptar cualquier orden lineal sobre A = {a, b, c}
como preferencia. Esto hace que cada representante tenga una de las 6 preferencias abc, acb, bac,
bea, cab y cba. La combinacion de estas 6 preferencias produce el conjunto L de 36 perfiles de
preferencias, en donde la preferencia representada por la primera de las dos columnas en cada
casilla es la del represetante R1. Este conjunto se representa en la Fig. 5, en donde cada casilla se
corresponde con un perfil de preferencias.

Fig. 5
R1R2 f RIR2 f R1IR2 f RIR2 f R1IR2 f RIR2 f &
aa aa b a ba ca ca
bb > alcb > alab — chb - ab — bb —
cc b c cc ac b c ac
aa aa b a b a ca ca
bc > alcc > alac > cc — ac — bec —>
cb bb cb ab bb ab
ab ab b b bb cb cb
ba — ca — aa —»> blca > blaa —> ba —
cc b c cc ac b c ac
ab ab bb bb cb cb
bc - cc — ac > blcc > blac > bec —>
ca b a ca aa b a aa
ac ac b c b c cc cc
ba — ca — aa — ca — aa —> ¢ |ba —> ¢
cb bb cb ab bb ab
ac ac b c b c cc cc
bb — chb —> ab — chb —> ab > c¢c|bb > ¢
ca b a ca aa b a aa

La flecha “—” apunta a la alternativa que la FES selecciona cuando el perfil de preferencias es el
indicado en la casilla. La Fig. 5 indica implicaciones inmediatas del hecho de suponer que la FES
es Paretoeficiente: en todos aquellos perfiles en que ambos representantes estan de acuerdo en
que una alternativa dada es la mas preferida, ésa debe ser la alternativa escogida por la FES.
Toda FES Paretoeficiente debe asignar los valores indicados en la Fig. 5. Con ello, la
Paretoeficiencia reduce el problema de asignar valores a 36 casillas a uno de asignarlos a 24.
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Supongamos que los representantes no sélo desean recurrir a una FES f Paretoeficiente que
realice una eleccion para cada uno de los 36 perfiles de preferencia posibles, sino que también
desean que la FES sea no manipulable, esto es, que ninguin representante obtenga un sistema de
evaluacién mas preferido mintiendo sobre su preferencia que revelando la preferencia real. Por
el TGS sélo hay dos FES que cumplen esos requisitos: la FES f; que siempre escoge la alternativa
mas preferida por R1 o la FES f, que siempre escoge la alternativa mas preferida por R2.
Comprobémoslo. Sea f una FES Paretoeficiente y no manipulable.

Consideremos primero la casilla remarcada en la Fig. 5. Esta casilla representa el perfil de
preferencias (abc, bac). Por Paretoeficiencia, no puede ser que f(abc, bac) = ¢, puesto que ambos
representantes prefieren a (o b) a c. Por tanto, f sélo puede asignar a o b a esta casilla.
Supongamos que es a (comprueba qué pasaria si fuera b). Esta eleccidn se indica en la Fig. 6.

Fig. 6
ab ab bb bb cb cb
ba - alca — aa - blca > blaa —> ba —
cc bc cc ac b c ac

Pasemos ahora a la casilla remarcada en la Fig. 6. Cuando nos encontramos en esta casilla, la
presuncion es que las preferencias auténticas son las de la casilla: 1a preferencia de R1 es acb y la
de R2 es bac. Como en todas las casillas, hay sdlo tres posibilidades: f selecciona a, b o c.
Supongamos que selecciona c. Esto es, f(acb, bac) = c. Entonces R1 podria manipular f, diciendo
que su preferencia no es acb sino abc, ya que f(abc, bac) = a (como acaba de asumirse) y R1 (segin
la preferencia auténtica acb asumida en la casilla remarcada de la Fig. 6) tiene acb como
preferencia auténtica. Asi pues, diciendo que su preferencia es abc en lugar de acb, R1 consigue
que la regla pase de elegir ¢ = f(acb, bac) a elegir a = f(abc, bac). Dado que, segin su preferencia
auténtica acb, R1 prefiere a a ¢, f seria manipulable, lo que contradice la hipdtesis de que no lo es.
El mismo razonamiento demuestra que f(acb, bac) no puede ser b. Conclusion: f(ach, bac) = a. Este
nuevo valor descubierto de la FES f se indica en la Fig. 7.

Fig. 7
ab ab bb bb cb cb
ba > alca > alaa > blca > blaa —> ba —
cc bc cc ac b c ac
ab ab bb bb cb cb
bc — cc — ac > blcc > blac > bc —
ca ba ca aa b a aa

Consideremos ahora la casilla remarcada en la Fig. 7. Por Paretoeficiencia, no puede escogerse c.
Asi que hay dos posibilidades: f(abc, beca) = a o f(abc, bea) = b. Asumamos la segunda: f(abc, bea) =
b. Situémonos en la casilla con preferencias (abc, bac), que es la casilla justo encima de la
remarcada en la Fig. 7. Por la hipotesis inicial, f(abc, bac) = a, tal y como indica la Fig. 7. Si ahora
R2 anunciara la preferencia bca en lugar de la que se presume auténtica en esa casilla (la
preferencia bac), la FES escogeria b, ya que se ha asumido que f(abc, bca) =b. Por tanto, R2 podria
manipular la FES si las preferencias auténticas fueran (abc, bac): revelando bac, resulta g;
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revelando en su lugar bca, resulta b, que es preferida por R2 a a. Puesto que f es no manipulable,
no puede ser que f(abc, bea) = b. Como resultado, f(abc, bea) = a. Esto se indica en la Fig. 8.

Fig. 8
ab ab bb bb cb cb
bc - alcc — ac > blcc > blac > bc —
ca ba ca aa b a aa

Como en el caso de la Fig. 6, el valor de la funcién f(acb, bca) en la casilla remarcada ha de ser a.
Si no fuera asi, R1 podria declarar la preferencia abc en lugar de la presumida auténtica acb y
pasar de obtener f(acb, bca) # a a obtener f(abc, bca) = a, lo que permitiria a R1 conseguir su opcion
mas preferida mintiendo. Dado que esto violaria la no manipulabilidad, ha de tenerse f(acb, bca)
=a.

ac ac bc bc cc cc Fig. 9
ba »> alca > alaa — ca — aa —> ¢ |ba —> ¢

cb bb cb ab bb ab

ac ac b c bc cc cc

bb > alcb > alab — cb — ab > ¢c|bb > ¢

ca ba ca aa b a aa

Con un razonamiento anadlogo se demuestra que, para los 12 perfiles de preferencias de las dos
columnas de la izquierda en la Fig. 5, la FES escoge precisamente la alternativa mas preferida
por R1: a (ejercicio 2 de la lista). Se trata de comprobar que lo mismo pasa en las dos columnas
centrales (en las que la FES escogera b) y en las dos de la derecha (donde escogera c).

Comenzando con las dos columnas centrales, tomemos la casilla remarcada en la Fig. 9. Por
Paretoeficiencia, no puede seleccionarse a. Asi que f(bac, cba) € {b, c}. Si f(bac, cba) = c, entonces
R1 podria declarar, en lugar de la preferencia auténtica bac, la preferencia acb. En tal caso, tal y
como indica la Fig. 9, se obtendria f(acb, cba) = a, que es una alternativa preferida por R1 a c
cuando la preferencia auténtica de R1 es la de la casilla remarcada en la Fig. 9 (preferencia bac).
Por ello, f seria manipulable, contradiciendo la hipdtesis de que no lo es. Asi que f(bac, cba) = b.

El TGS no es necesariamente cierto si la FES se define en un dominio restringido (cuando no
todas las preferencias son posibles). Un ejemplo de implementacién, mediante equilibrios
dominantes, de FES que no son dictatoriales es el mecanismo de Groves-Clarke, en el que las
preferencias admisibles son las representables mediante funciones de utilidad cuasi-lineales.

Implementacion de funciones de eleccion social mediante equilibrios de Nash
Una funcion de eleccion social es implementable honestamente mediante equilibrios de Nash si, y sdlo si,
es implementable honestamente mediante equilibrios dominantes.

Por el principio de revelacién, toda FES implementable mediante equilibrios dominantes
empleando el mas complejo de los mecanismos imaginable es también implementable mediante
mecanismos directos. Debido a ello, el estudio de la implementaciéon mediante equilibrios
dominantes puede restringirse sin pérdida de generalidad al uso de mecanismos directos.
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El mecanisme de Groves-Clarke

Una de celebracions

Els estudiants de Microeconomia Superior han aprovat tots l'assignatura i es plantegen fer una
celebracio. L’opcid a és una microfesta on només hi participin els estudiants. L’opcio b és
muntar una macrofesta on hi pugui assistir tothom que ho vulgui. Per a cada estudiant i, la
utilitat (neta) de l'opcio ¢ € {a, b} és ui(c) = vi(c) — ci(c), on vi(c) representa el benefici que ¢
proporciona a i i ¢i(c) representa el cost de finangar 1'opcié ¢ que ha d’assumir I'estudiant i.

Els estudiants adopten la segiient regla de decisi6 (on el sumatori compren tots els estudiants):
si 2 ui(a) > 2i ui(b) aleshores es tria I'opcié a; en cas contrari, es tria 'opcid b. Suposem que
I'objectiu sigui implementar aquesta regla: que quan 2 ui(a) > 25 ui(b) es trii a i que quan X ui(a)
< 25 ui(b) es trii b. L’inconvenient és que cada u; és informaci6 privada: només i sap quina és la
seva funcio v; (la funcid c; se suposa ja determinada pel col-lectiu d’estudiants).

L’inconvenient es resol dissenyant un mecanisme (directe) que indueixi els estudiants a revelar
la utilitat real que li proporciona cada opcio. Per a eliminar tota consideracid estrategica a 1’hora
de revelar utilitats, es proposa que la implementacié de la regla sigui mitjangant equilibris
dominants. Aix0 és, que revelar "autentica utilitat (dir la veritat) sigui sempre (revelin el que
revelin els altres) una millor resposta per a cada estudiant. El mecanisme de Groves-Clarke
(atribuit a Theodore Groves i Edward H. Clarke) ofereix una solucid a aquest problema, ja que
és un mecanisme que incentiva a tot estudiant a revelar la utilitat que assigna a cada opcid.

El mecanisme de Groves-Clarke (MGC)
L’'MGC s’entén aplicat per un agent coordinador (que podria ser un dels estudiants) que
segueix mecanicament i fidel les 3 etapes en que s’organitza el mecanisme.

e Etapa 1: revelacié. Cada estudiant i declara al coordinador els valors d’utilitat #i(a) i 7i(b) que i

atribueix a cada opcio (ates que els valors ci(a) i ci(b) s’entenen coneguts per tothom, revelar els
valors relatius a ui(a) i ui(b) equival a revelar els valors relatius a vi(a) i vi(b)). Els valors ii(a) i
i(b) no tenen perque coincidir amb els valors autentics ui(a) i ui(b): cada estudiant decideix
lliurement quins valors declarar.

e Etapa 2: decisid. El coordinador determina les sumes dels valors revelats per a cada opcid. Si
2 fli(a) > 25 6i(b), el coordinador declara que I'opcié a seguir és a; si 2 li(a) < 25 #i(b), declara que
ésb.

e Etapa 3: transferencies. A banda dels pagaments ci(a) i ci(b) que cada estudiant i hauria de fer
per a costejar cada opcio, el coordinador dicta que cada estudiant i ha pagar addicionalment
I'import T calculat de la segiient manera. Sigui i un estudiant, sigui c I'opcid que se selecciona a

I'etapa 2 i sigui d 1'opcio que es triaria a 'etapa 2 si i no participés en el mecanisme (si 7 no hi
participés, el valors 2 j(a) i 2% #j(b) determinarien I'opcié a seguir).

(i) Sic=d aleshores Ti=0.
(i) Sic# d aleshores T = 2 6j(d) — 2z ij(c).
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L’etapa 3 és la clau de I'MGC perque elimina els incentius a revelar valoracions falses de les
opcions. La condicié (i) diu que I'estudiant i no ha de fer cap contribucidé addicional si la seva
participacié no altera el resultat que s’hauria produit sense la seva participacid. Per exemple,
suposem que 4 es tria a I'etapa 2. Per a que a també es trii a I'etapa 2 sense la participacié d’i cal
que 2z dj(a) > 2w 45(b). Aixd doncs, si Zjxi lj(a) > 2jxi 1j(b) i a és 'opcid triada aleshores i no ha de
pagar més del valor ci(a) ja establert. La ra6 és que la valoracié que faci i d’a o de b no afecta la
decisio presa a I'etapa 2: amb ell, es tria a; sense ell, es triaria també a. El principi que justifica (i)
és que si i no altera la decisio amb les seves valoracions, ja esta bé amb el inicialment s’havia
determinat que havia de pagar.

La condicio (ii) estableix que i ha de pagar més de l'inicialment acordat cij(c) només en cas que
les valoracions comunicades per i al coordinador modifiquin I'opci6é que s’escolliria a 'etapa 2
si i no participés. Quan aix0 passa, i ha de pagar la perdua d’utilitat (el cost) que la seva
participacié causa als altres.

Per exemple, suposem que a se selecciona a l'etapa 2. Si la participacio d’i n’altera el resultat,
llavors s’ha de tenir que, sense i, es triaria b. Per tant, Zj;éi ilj(a) < Zj;ei ilj(b): si i no participés, la
regla de decisié de l'etapa 2 dictaria que, amb X #1j(a) < 2 #1j(b), b fos 'opcid escollida. Per a
que les valoracions d’i modifiquin aquest resultat, cal que 2 j(a) + @i(a) > 2 #(b) + 4i(b). En
conseqiiencia, cal que i(a) > ili(b). Aixi que, quan a se selecciona a I'etapa 2, I'tinic cas en que (ii)
s’aplica té lloc quan 2 j(a) < 2% #(b) 1 #i(a) > 4i(b). Quan aquest és el cas, 'estudiant i ha de
pagar T = Zj;éi j(b) — Zj¢i ilj(a). Aquesta diferencia és el cost que representa als altres estudiants
passar de prendre 'opcid b a prendre 1'opcio a. Sense i, s’hauria pres 'opcid b, la qual cosa
suposa que X fj(b) = 2z 6ij(a). Amb i, s’hauria pres 'opcié 4 i, atés que Xz 6j(b) = 2z 1ij(a), el
canvi de decisié causa un perjudici a la resta d’estudiants igual a 2 j(b) — 2 #lj(a) > 0. L'etapa
3 diu que si l'individu 7 és decisiu (la seva intervencié altera el resultat) llavors i ha de pagar pel
perjudici que la seva participacid crea en els altres. Atés que el perjudici seria la diferéncia, 2ji
2j(b) — s fj(a) és aquest mateix import el que i ha de pagar en forma de transferéncia (o
impost) Ti = 2z 0j(b) — 2z 1lj(a).

El mecanisme de Groves-Clarke no incentiva revelacions falses a I’etapa 1

Triem i i suposem que, per a tot j # i, j declara, a 'etapa 1, els valors ij(a) i 7j(b), que poden no
coincidir amb els valors reals uj(a) i uj(b). Es tracta de verificar que declarar els valors autentics
uij(a) i uj(b) a la primera etapa constitueix una millor resposta d’i a les declaracions dels altres. Hi
ha dos casos: 2z (@) + ui(a) > 2z 0j(b) + ui(b); i 2 05(a) + ui(a) < 2z 0(b) + ui(b). El primer cas és
aquell on el mecanisme selecciona l'opcié a4 quan, donat el que manifesten els altres, i revela la
seva autentica utilitat. El segon cas és aquell on el mecanisme tria b quan i també revela la seva
autentica utilitat, donat el que declaren els altres. El cas 1 s’analitza a continuacio. El cas 2 es
deixa com a exercici. El cas 1 es pot dividir en quatre subcasos.

e Subcas 1: ui(a) > ui(b) i 2z 0j(a) > 2z 05(b). El fet que ui(a) > ui(b) significa que i prefereix 1'opcid
aalab. A més, el cas que s’esta considerant (cas 1: 2jx dj(a) + ui(a) > 2 0j(b) + ui(b)) fa que
I'opcio escollida sigui, precisament, a. Aixo fa que i no necessiti mentir sobre les seves utilitats
per a que 4 sigui escollida: revelant les utilitats reals, I'opcid més preferida (a) ja és seleccionada.
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e Subcas 2: ui(a) > ui(b) i i 6j(a) < 2z 0j(b). Si i diu la veritat a I'etapa 1 i revela els valors ui(a) i
ui(b) es garanteix que a (la opcidé més preferida per i) sera I'opcid escollida (perque el cas 1 que
s’esta analitzat suposa que a I'etapa 2 se selecciona a quan i diu la veritat). Pero si i no participés
en el mecanisme, b seria 1’opci6 seleccionada, ja que Zj;ti lj(a) < Zj;éi ilj(b). Com a resultat d’aixo, i
ha de pagar, en aquest subcas, Ti = Zjz 1j(b) — Zj #j(a). Ateés que Tino depen del que i digui a
I'etapa 1, no hi ha manera de reduir aquest pagament si no és alterant I'opcié que selecciona el
mecanisme a l'etapa 2. Per tant, per a determinar si a 7 li convé revelar informacio certa a l'etapa

1, cal comparar la utilitat neta d’i quan el mecanisme tria 2 amb la utilitat neta d’i quan el
mecanisme tria b. Quan es tria 4, la utilitat neta d’i és ui(a) — Ti. Quan es tria b, la utilitat neta d’i
és uj(b) i, en aquest cas, i s’estalvia pagaments addicionals.

Aixi que, per a determinar si a i li convé mentir a la primera etapa, només cal comparar el
resultat uj(a) — T; de dir la veritat amb I'tnic resultat alternatiu ui(b) que es pot aconseguir
mentint. Per la hipotesi del cas 1, 2 #j(a) + ui(a) > 2z #(b) + ui(b). D’aqui, 2z dj(a) — 2 6;(b) +
ui(a) > ui(b). De manera equivalent, ui(a) - [Zj;ﬁi ﬁj(b) - Zj;éi ﬁj(ﬂ)] > ui(b). Per definicié, Ti= Zj;ei ﬁj(b)
— 2z j(a). En conseqiiencia, ui(a) — Ti > ui(b). Conclusio: i no guanya res no revelant els valors
reals d’utilitat de les opcions a i b al subcas 2.

e Subcas 3: ui(a) < ui(b). Quan ui(a) < ui(b), i prefereix b a a. Al cas 1 que s’esta tractant, a és 1'opcid
escollida si i declara els valors reals ui(a) i ui(b). Es tracta d’esbrinar si surt a compte a i mentir i
forgar el canvi d'a a b. Si i revela els valors reals ui(a) i ui(b), a és 'opci6 triada. Aixo vol dir que
Zj;ei I/Alj(ﬂl) + ui(a) > Zj¢i ﬁj(b) + ui(b). Si Zj;ei ﬁj(a) < Zj;ei I/Alj(b), aleshores ui(a) < Mi(b) implicaria Zj;ei I/Alj(ﬂl) +
ui(a) < X 0j(b) + ui(b), contradient la condicié que defineix el cas 1 que s’esta analitzant. Per tant,
2z fj(a) > 2z 0j(b). Se segueix de X flj(a) > s 6j(b) que el mecanisme seleccionaria a si i no
participés. Aixi doncs, si i declarés valors #ij(a) i #1i(b), on almenys un dels dos no fos el valor real,
de manera que b fos I'opcid seleccionada, i hauria de pagar una transferéncia positiva Tj = 2
fj(a) — 2z ;(b), perque la seva declaraci6 provocaria el canvi d’a a b. Ara comparem les dues
alternatives d’i: dir la veritat i revelar els autentics valors uj(a) i ui(b), o mentir i declarar valors
ili(a) 1 61i(b) que provoquessin l'eleccié de b.

Si i declara el valors reals d’utilitat ui(a) i ui(b), a se selecciona i la seva utilitat neta és ui(a),
perque Ti = 0. De fet, com ja s’ha demostrat, Zj;ei ilj(a) > Zm j(b). Aixo faria que a també se
seleccionés si i no participés. En no provocar la declaracié d’i un canvi en 'eleccié d’opcid, T; =
0. D’altra banda, si i declara valors li(a) i 4i(b) que provoquen l'eleccié de b, la utilitat neta d'i és
ui(b) — Ti = ui(b) — [Zj# 0(a) — Zj= 05(b)]. Atés que (per tractar-se del cas 1) 2z dj(a) + ui(a) > Lz
ﬁj(b) + ui(b), se segueix que ui(a) > [Zj;ei ﬁj(b) - Zj;éi ﬁj(ﬂ)] + ui(b) = ui(b) — [Zj;éi ﬁj(a) - Zj;éi ﬁj(b)] = ui(b)

— Ti. En resum, i no augmenta la seva utilitat neta mentint i forgant el canvi d'a a b.

e Subcas 4: ui(a) = ui(b). Ara i és indiferent entre a i b. Si revela els valors reals, ui(a) i ui(b), el
mecanisme selecciona 4, pel fet que s’esta analitzant el cas 1. Justament pel cas 1, 2 #j(a) + ui(a)
> Yz 1j(b) + ui(b). Si ui(a) = ui(b), aleshores 2z ilj(a) > Xz 0j(b). Aixo implica que, si i no participés,
a també seria 1'opcid seleccionada. Per tant, T; = 0. En resum, dient la veritat a 1'etapa 1, la
utilitat neta d’i és uj(a). Si i és plantegés declarar #;(a) i i(b) que provoquessin 'elecci6 de b, T; =
2z 1j(a) — 2w #5(b) > 0. En aquest cas, la utilitat neta seria ui(b) — Ti(a) < ui(b) = ui(a). Aixi doncs, i
no augmenta la seva utilitat neta mentint i forcant el canvid’a a b.
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Un exemple
Tres individus (1, 2 i 3) han de decidir entre a i b. La Fig. 1 mostra els valors wui(a) i ui(b) i el
pagament T; que, segons el mecanisme, cada individu i ha d’assumir.

Fig. 1 1 5 3 ; 1 5 3 Fig. 2
ui(a) 2 4 6 ui(a) 2 6 6
ui(b) 9 1 3 ui(b) 9 1 3
T 6 0 0 T; - - -

La utilitat total d’a és u;(a) + ux(a) + us(a) =2 + 4 + 6 = 12. La utilitat total de b és u;(b) + ux(b) + u3(b)
=9+ 1+ 3 =13. Aplicant la regla de triar 'opcié6 amb més utilitat total, 'opcio escollida seria b.
Aquesta regla és manipulable. Per exemple, si 2 canviés u,(a) = 4 per i(a) = 6 (tal com es
reflecteix a la Fig. 2), I'opcio seleccionada seria a. El canvi d’eleccid beneficiaria a 2: abans, amb
la seleccio de b, la seva utilitat era u,(b) = 1; ara, amb la seleccio d’a, la seva utilitat seria u,(a) = 4.
Aixi, 2 té incentiu a mentir si la regla de decisio es basa en comparar utilitats totals revelades.
L'MGC, aplicat a les utilitats de la Fig. 1, faria que l'opcid escollida fos b amb l'afegit que 1
hauria de pagar T\= 6. Aquest seria el resultat si tothom, a l'etapa 1, declarés les seves
valoracions reals. Comprovem que ningui no té incentiu a revelar una valoracio diferent de la
real quan els altres també revelen les valoracions reals.

e Individu 1. La utilitat neta d’1 quan revela honestament és u;(b) — T, =9 — 6 = 3. No hi ha
manera d’1 de reduir el pagament de T; = 6 quan b és 'opcio triada, perque T; depen de les
utilitats revelades pels altres individus (1) és la utilitat total que perden els altres individus
quan 1 participa al mecanisme: u,(a) + uz(a) — u>(b) — ux(b) =4 + 6 — 1 — 3 = 6). L’tinica alternativa
que 1 pot plantejar-se és declarar valors 7(a) i 71,(b) que alterin 1'opcid escollida pel mecanisme.
Si 1 forga el canvi d’opcid (de b a a), T seria 0 i la utilitat neta d’1 seria u;(a) = 2. Per tant, 1 obté
més utilitat neta quan (declarant els altres la veritat sobre les seves valoracions) ell mateix
declara honestament que quan falseja la seva declaracid i for¢a un canvi en 1'opcié escollida.

e Individu 2. La utilitat neta de 2 quan revela honestament és u,(b) = 1. Ates que, sense 2, b
encara seria 1’opcid escollida, T, = 0. L’incentiu per a que 2 reveli informacio¢ falsa sobre les seves
valoracions només pot provenir de la possibilitat que, forcant un canvi en 1'opcié que tria el
mecanisme, la utilitat neta de 2 augmentés. Si 2 forca el canvidebaa, T,=(9+3) - (2+6) =4,
que és la perdua d’utilitat total que provocaria el canvi de b a a forgat per 2. Aixi, la utilitat neta
de 2 quan menteix (i provoca que a s’esculli en comptes de b) seria u(a) — T, =4 — 4 = 0.
Conclusid: 2 no millora la seva utilitat neta i, en conseqiiencia, no té incentiu a mentir quan els
altres no ho fan. Per a I'individu 3 I’analisi dels incentius és analoga a 1’analisi del 2.

Que es fa amb els pagaments addicionals T; del mecanisme?

En general, 'MGC genera uns pagaments addicionals 2 Ti. Qué es fa amb aquest superavit? Es
podria pensar que no hi hauria cap problema per a distribuir el superavit 2 T; entre els
individus. Malauradament, la distribucié de 1’excedent 2.; T; altera els incentius a dir la veritat.
L’exemple de la Fig. 1 il-lustra el problema. Suposem que tothom sap que I'excedent 2 Tj es

reparteix igualitariament entre els individus. Aleshores 2 augmentaria la seva utilitat neta
declarant ,(b) = ¥2 en comptes d’u(b) = 1. Declarant u,(b) = 1, la utilitat neta de 2 seria u,(b) +
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T\/3=1+6/3=1+2=3. Declarant 7i,(b) = V5, b és encara 1'opci6 escollida pero ara es tindria T,' =
1%, de manera que la nova utilitat neta de 2 seria superior: u(b) + T,'/3 =1+ 1% > 3.

Més inconvenients del mecanisme de Groves-Clarke

La impossibilitat general de repartir 'excedent entre els individus provoca que el resultat de
I'MGC no sigui Paretoeficient. Aixo condueix al segiient dilema: per a que el mecanisme no
sigui manipulable (i, per tant, ningti1 no tingui incentiu a mentir), els excedents en general no es
podran distribuir; pero si aquests excedents no es distribueixen, el resultat del mecanisme no
sera Paretoeficient perque, donada ’eleccid feta pel mecanisme, tothom estaria millor amb una
part de I'excedent que genera el mecanisme.

L'MGC no necessariament satisfa la restriccié de participacio, que diu que participar en el
mecanisme no pot produir un resultat pitjor per a algun individu que no participar. Per
exemple, en el cas de la Fig. 1, suposem que, sense el mecanisme, la decisi6 presa seria a. La
utilitat de I'individu 2 seria u»(a) = 4. Si el mecanisme s’aplica, la decisié presa seria b i la utilitat
neta de 2 seria u,(b) — T, =1 — 0 = 1. Conclusid: 2 estaria millor si el mecanisme no s’apliqués.

A més a més, el mecanisme de Groves-Clarke no és immune a manipulacié per part de
coalicions. Per exemple, en la situacié representada per la Fig. 1, suposem que els individus 21 3
declaren i>(a) = 7 en comptes d'u,(a) = 4 i fi3(a) = 9 en comptes d'us(a) = 6 (la resta de valors
declarats son els reals). En aquest cas, a és 1'opci6 seleccionada, amb T, =01 T, = T3 = 1. Dient la
veritat, b és I'opcio seleccionada, la utilitat neta de 2 és u,(b) =1 i la utilitat neta de 3 és u3(b) = 3.
Declarant els valors falsos #i,(a) = 7 i i3(a) = 9, la utilitat neta de 2 és u(a) - T, =4-1=31ila
utilitat neta de 3 és u3(a) — T3 = 6 — 1 = 5. Aixi doncs, 2 i 3 augmenten la seva utilitat neta
revelant, conjuntament, utilitats falses.

Els inconvenients previs del mecanisme de Groves-Clarke provenen d'un teorema
d’impossibilitat de Leonid Hurwicz! (1972), que demostra el segiient: en una economia
d’intercanvi estandar, no hi ha cap mecanisme que sigui compatible amb els incentius (no
manipulable), que satisfaci la restriccié de participacid i que generi resultats Paretoeficients.
Una interpretacié d’aquest teorema és que la informacié privada exclou la plena eficiéncia.
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